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ΓΙΑΤΙ ΤΟ ΤΟΞΟ ΚΑΜΠΥΛΗΣ ΕΙΝΑΙ ΜΕΓΑΛΥΤΕΡΟ ΑΠΟ
ΤΗΝ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΗ ΤΟΥ ΧΟΡΔΗ;

ΗΛΙΑΣ ΛΑΜΠΑΚΗΣ-4ο Γυμνάσιο Πύργου

Στο βιβλίο Μαθηματικών Γ΄ Γενικού Λυκείου, Β΄ Μέρος, (ομάδας προσανα-
τολισμού θετικών σπουδών& υγείας και σπουδών οικονομίας& πληροϕορικής),
στη σελίδα 52 βρίσκουμε το πιο κάτω κείμενο σε σχέση με τα τριγωνομετρικά
όρια και την χρήσιμη για την μελέτη τους ανισότητα, |ηµ(x)| ≤ x, ∀x ∈ R,

Είναι εμϕανές ότι, η σχολική απόδειξη της ως άνω ανισότητας στηρίζεται στην
ανισωτική σχέση (MA) < (τοξMA) δηλαδή, το μήκος της χορδής MA είναι
μικρότερο από το μήκος του αντίστοιχου τόξου MA.
Αυτό, αναϕέρεται χωρίς απόδειξη, ως σαν να είναι προϕανές. Διαισθητι-

κά, όντως αντιλαμβανόμαστε ότι το μήκος μιας χορδής είναι μικρότερο από το
μήκος κάθε καμπύλης με άκρα τα άκρα της χορδής. Αλλά πώς θα μπορούσα-
με να το αποδείξουμε αποκλειστικά με την χρήση Μαθηματικών Γ΄ Λυκείου;
(Στην Μαθηματική βιβλιογραϕία, υπάρχει απόδειξη στα πλαίσια του Calculus
of Variations κατά πολύ εκτός των Μαθηματικών της Γ΄ Λυκείου).

α). Ας θεωρήσουμε πρώτα την περίπτωση
μίας λείας καμπύλης c. Με τον όρο λεία
εννοούμε ότι η συνάρτηση f , της οποίας
γραϕική παράσταση είναι η c, έχει συνεχή
πρώτη παράγωγο. Αυτό πρακτικά σημαίνει
ότι καθώς το σημείο επαϕής μίας εϕαπτο-
μένης ευθείας της c διατρέχει την c, δεν
συναντά καμπυλοειδείς γωνίες ή διασταυ-
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ρώσεις της καμπύλης. Θεωρούμε μία επιλογή n+ 1 σημείων,

P0(x0, f(x0)), P1(x1, f(x1)), . . . , Pn−1(xn−1, f(xn−1)), Pn(xn, f(xn)),

της c με x0 = a, xn = b, xi > xi−1, i = 1, 2, . . . , n. Το ευθύγραμμο τμήμα
Pi−1Pi έχει μήκος,

LPi−1Pi =
√

(xi − xi−1)2 + (f(xi)− f(xi−1))2. (1)

Το μήκος της πολυγωνικής γραμμής P0, P1, . . . , Pn−1, Pn είναι το άθροισμα των
μηκών των ευθυγράμμων τμημάτων P0P1, P1P2, . . . , Pn−1Pn και ισούται με,

LP0...Pn =
n∑

i=1

√
(xi − xi−1)2 + (f(xi)− f(xi−1))2. (2)

Από το Θεώρημα Μέσης Τιμής του Διαϕορικού Λογισμού για την f , υπάρχει
ξi ∈ (xi−1, xi) ώστε,

f(xi)− f(xi−1) = f ′(ξi) (xi − xi−1), (3)

για i = 1, 2, . . . , n. Η (2) λόγω της (3) γίνεται,

LP0...Pn =
n∑

i=1

√
1 + [f ′(ξi)]2 (xi − xi−1). (4)

Καθώς το n αυξάνει, το πλήθος των σημείων επί της καμπύλης επίσης αυξάνει
και τα διαδοχικά ευθύγραμμα τμήματα που ορίζονται κατά τον πιο πάνω περιγρα-
ϕέντα τρόπο γίνονται μικρότερα σε μήκος και προσεγγίζουν όλο και πιο κοντά
την καμπύλη. Το άθροισμα των μηκών τους προσεγγίζει όλο και πιο πολύ το
μήκος της καμπύλης.
Το άθροισμα (4) είναι ουσιαστικά ένα άθροισμα Riemann για την συνάρ-

τηση f ′. Το όριο των αθροισμάτων (4) καθώς n → +∞ υπάρχει και είναι
πραγματικός αριθμός γιατί η f ′ έχει υποτεθεί συνεχής, (η καμπύλη είναι λεία).
Το όριο είναι θετικός πραγματικός αριθμός. Από τον ορισμό του ολοκληρώμα-
τος Riemann,∫ b

a

√
1 + [f ′(x)]2 dx = lim

n→+∞

n∑
i=1

√
1 + [f ′(ξi)]2 (xi − xi−1). (5)

Το ολοκλήρωμα (5) δίνει το μήκος του τόξου της καμπύλης ανάμεσα στα σημεία
(a, f(a)) και (b, f(b)). Η αντίστοιχη χορδή είναι το ευθύγραμμο τμήμα με άκρα
τα σημεία (a, f(a)), (b, f(b)) και μήκος,√

(b− a)2 + (f(b)− f(a))2. (6)

Θέλουμε να δείξουμε ότι,∫ b

a

√
1 + [f ′(x)]2 dx >

√
(b− a)2 + (f(b)− f(a))2. (7)
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Θεωρούμε την συνάρτηση F : [a, b] 7→ R με,

F (x) =

∫ x

a

√
1 + [f ′(t)]2 dt−

√
(x− a)2 + (f(x)− f(a))2.

Τότε,

F ′(x) =
√

1 + [f ′(x)]2 − (x− a) + (f(x)− f(a)) f ′(x)√
(x− a)2 + (f(x)− f(a))2

=

=

(√
(x−a)2+(f(x)−f(a))2

)(√
1+[f ′(x)]2

)
−[(x−a)+(f(x)−f(a)) f ′(x)]√

(x−a)2+(f(x)−f(a))2
.

Θέτουμε g(x) = (x−a)+(f(x)−f(a)) f ′(x) και διαμερίζουμε το σύνολο (a, b)
σε δύο ξένα μεταξύ τους υποσύνολά του τα, N = {x ∈ (a, b) : g(x) < 0},
PZ = {x ∈ (a, b) : g(x) ≥ 0}. Τότε, (a, b) = N ∪ PZ.
Επίσης θέτουμε,

n(x) =
(√

(x− a)2 + (f(x)− f(a))2
)(√

1 + [f ′(x)]2
)
− g(x).

n(x) > 0 για κάθε x ∈ N .
Επιπλέον,

[(x− a)2 + (f(x)− f(a))2][1 + [f ′(x)]2]− [(x− a) + (f(x)− f(a)) f ′(x)]2 > 0 ⇔
[(f(x)− f(a))− (x− a) f ′(x)]2 > 0, ∀x ∈ (a, b),

Τονίζουμε ότι αν (f(x) − f(a)) − (x − a) f ′(x) = 0 για κάποιο x ∈ (a, b)
τότε, η ευθεία δια των σημείων (a, f(a)), (x, f(x)) και η εϕαπτομένη της καμπ-
ύλης στο (x, f(x)) είναι παράλληλες ως έχουσες την ίδια κλίση άτοπο γιατί οι
προαναϕερθείσες ευθείες διέρχονται από το κοινό σημείο (x, f(x)).
Συνεπάγεται λοιπόν ότι,(√

(x− a)2 + (f(x)− f(a))2
)(√

1 + [f ′(x)]2
)
> |g(x)|, ∀x ∈ (a, b),

και άρα, n(x) > 0 για κάθε x ∈ PZ αϕού |g(x)| = g(x) για κάθε x ∈ PZ.
Τελικά, n(x) > 0 για κάθε x ∈ (a, b) που συνεπάγεται ότι η F ′(x) > 0 στο
(a, b) και η F είναι γνησίως αύξουσα στο [a, b]. ΄Αρα, F (b) > F (a) = 0 που
συνεπάγεται την (7).

β). Στην περίπτωση μίας μη λείας καμπ-
ύλης c παρατηρούμε ότι αυτή αποτελείται
από λεία μέρη. Από την Ευκλείδεια Γεω-
μετρία, η χορδή AZ του τόξου A∆EHZ
της c είναι μικρότερη του αθροίσματος των
χορδών A∆, ∆E, EZ των τόξων των με-
ρών της c που είναι λεία. Το προαναϕερ-
θέν άθροισμα είναι μικρότερο από το άθροισμα των λείων τόξων A∆, ∆E, EZ
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που με την σειρά του είναι μικρότερο ή ίσο από το μήκος της c.

γ). Βέβαια, στην περίπτωση της απόδει-
ξης του βιβλίου Μαθηματικών Γ΄ Λυκεί-
ου που παραθέσαμε στην αρχή του πα-
ρόντος υπάρχει άλλος στοιχειώδης τρόπος
για να δείξουμε ότι |ηµ(x)| ≤ x. Η γω-

νία ÔEM ως εξωτερική του ορθογωνίου
τριγώνου O∆M είναι αμβλεία ενώ η γω-

νία ÔME = ÔM∆ είναι οξεία. ΄Αρα,

ÔEM > ÔME και OM > OE επάγοντ-
ας ότι το σημείο E είναι εντός του κύκλου. Ομοίως όλα τα σημεία της χορδής
AM εκτός των άκρων είναι εντός του κύκλου και το τριγωνικό χωρίο OAM
είναι εντός του κυκλικού τομέα OAM . Από τα αξιώματα του εμβαδού γνω-
ρίζουμε ότι όταν ένα χωρίο περιέχεται σε άλλο το εμβαδόν του είναι μικρότερο
του εμβαδού του άλλου. ΄Αρα, το εμβαδόν του τριγώνου AOM είναι μικρότερο

του εμβαδού του κυκλικού τομέα OAM . Θεωρώντας την ÂOM = x ακτίνια
παίρνουμε,

1

2
·OM2 · ηµ(x) < π ·OM2 · ÂOM

360◦
=

1

2
· π · ÂOM

180◦
·OM2 =

1

2
· x ·OM2,

που επάγει την ζητούμενη ανισότητα.


