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ME AFORMH TON LANJASMENO ORISMO TOU

SQOLIKOU BIBLIOU MAJHMATIKWN G' GUMNASIOU

GIA TO SUNJETO ENDEQOMENO ENOS PEIRAMATOS

TUQHS

Sthn selÐda 169 tou sqolikoÔ biblÐou Majhmatik¸n G' GumnasÐou, enìthta A.5.2, Deigmatikìc
q¸roc�Endeqìmena, diab�zoume ton ex c orismì gia to sÔnjeto endeqìmeno enìc peir�matoc
tÔqhc,

'Opwc ja deÐxoume sthn sunèqeia o orismìc autìc eÐnai lanjasmènoc. Ta sÔnjeta endeqìmena, ( 

gia aplìthta endeqìmena), eÐnai uposÔnola tou deigmatikoÔ q¸rou Ω enìc peir�matoc tÔqhc all�
genik¸c, k�je uposÔnolo tou Ω den eÐnai upoqrewtik¸c endeqìmeno tou Ω.

O orismìc tou sqolikoÔ biblÐou eÐnai swstìc sthn perÐptwsh pou o Ω eÐnai peperasmèno sÔ-
nolo. Gi' autì to lìgo ja èprepe o orismìc tou sqolikoÔ biblÐou na eÐqe diatupwjeÐ wc:
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Orismìc: 'Otan o deigmatikìc q¸roc Ω enìc peir�matoc tÔqhc eÐnai peperasmènoc tìte, ende-

qìmeno tou peir�matoc tÔqhc eÐnai k�je uposÔnolo tou Ω.
Genik¸c h pijanìthta pragmatopoÐhshc   mh enìc endeqomènou eÐnai ènac arijmìc pou metr�

to pìso bèbaih   abèbaih eÐnai h pragmatopoÐhsh aut . P.q. sthn perÐptwsh twn peperasmènwn
deigmatik¸n q¸rwn me isopÐjana stoiqei¸dh endeqìmena eÐnai fusiologikì na epilèxoume ton lìgo

N(A)/N(Ω) wc ton arijmì pou metr� to pìso bèbaio   abèbaio eÐnai na pragmatopoihjeÐ èna upo-
sÔnolo A tou Ω.

Sthn perÐptwsh ìmwc mh peperasmènwn deigmatik¸n q¸rwn, h proanaferjeÐsa logik  epilog c
mètrou gia ton bajmì bebaiìthtac   abebaiìthtac pragmatopoÐhshc enìc endeqomènou, den eÐnai

leitourgik . P.q. epilègoume sthn tÔqh ènan arijmì apì to sÔnolo arijm¸n [0, 1]. PoÐa h pijanì-
thta pragmatopoÐhshc tou endeqomènou: A = {o epileg c arijmìc eÐnai rhtìc}. Ed¸ Ω = [0, 1],
A = Q ∩ [0, 1]. TÐ nìhma èqei o lìgoc N(A)/N([0, 1]); An jewr soume to endeqìmeno:

B = {o epileg c arijmìc an kei sto [1/3, 1/2]} epÐshc o lìgoc N([1/3, 1/2])/N([0, 1]) den odhgeÐ
se kajarì Majhmatikì nìhma. Autì giatÐ se antÐjesh me thn peperasmènh perÐptwsh, t¸ra, to
pl joc twn eunoðk¸n kai to pl joc twn dunat¸n peript¸sewn eÐnai {�peiro}. An ìmwc epilègame

wc pijanìthta pragmatopoÐhshc tou endeqomènouB ton lìgo (m koc tou[1/3, 1/2]/m koc tou[0, 1]) =
((1/2)−(1/3))/1 = 1/6 o arijmìc autìc emperièqei to nìhma pou jèloume na ekfr�zei thn barÔthta
tou {megèjouc} tou eunoðkoÔ endeqomènou wc proc to {mègejoc} tou deigmatikoÔ q¸rou.

Jèloume me k�poio trìpo na metr�me thn {barÔthta} tou {megèjouc} tou proc pragmatopoÐhsh
endeqomènou se sqèsh me to {mègejoc} tou deigmatikoÔ q¸rou.
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Sthn peperasmènh perÐptwsh to {mègejoc} enìc sunìlou mporoÔse na ekfrasjeÐ mèsw tou pl -
jouc twn stoiqeÐwn tou. Sthn mh peperasmènh perÐptwsh ìmwc, qrei�zetai mÐa epèktash thc
ènnoiac {mègejoc} sunìlou. P.q. sto mh peperasmèno par�deigma pou anafèrame pio p�nw to
{mègejoc} twn sunìlwn ekfr�sjhke mèsw tou m kouc diast matoc.

'Ena �llo par�deigma pou dÐnoume se sqèsh me thn ènnoia tou {megèjouc} sunìlou qrhsimopoieÐ

to sÔnolo Cantor to opoÐo kataskeu�zetai mèsw thc akìloujhc diadikasÐac: JewroÔme, (blèpe

Koumoul c G. kai Negrepìnthc S., {JewrÐa Mètrou}, ekdìseic SummetrÐa, Aj na, 1988), to di�-

sthma pragmatik¸n arijm¸n I0 = [0, 1] kai to diairoÔme se trÐa isom kh upodiast mata ìpwc
faÐnetai sto pio k�tw sq ma.
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K�je èna twn upodiasthm�twn èqei m koc to 1/3 tou m kouc tou diairoÔmenou diast matoc I0.

Jètoume I1 =
[
0, 1

3

]
, I2 =

[
2
3, 1

]
, C0 = I0 kai C1 = I1 ∪ I2. Katìpin diairoÔme ta diast mata I1,

I2 se trÐa isom kh upodiast mata èkasto antistoÐqwc. K�je èna twn upodiasthm�twn aut¸n èqei

m koc to 1/3 tou m kouc tou diairoÔmenou diast matoc I1, I2 antistoÐqwc. Jètoume I3 =
[
0, 1

9

]
,

I4 =
[
2
9,

1
3

]
, I5 =

[
2
3,

7
9

]
, I6 =

[
8
9, 1

]
, C2 = ∪6

m=3 Im. SuneqÐzontac thn proanaferjeÐsa diadikasÐa,

kataskeu�zoume touc ìrouc {Cn}+∞
n=0 mÐac akoloujÐac upodiasthm�twn tou [0, 1] ètsi ¸ste, o ì-

roc Cn na prokÔptei wc ènwsh twn 2n to pl joc diasthm�twn pou apomènoun ìtan èkasto twn

2n−1 diasthm�twn pou sugkrìthsan ton ìro Cn−1 diairejeÐ se trÐa isom kh upodiast mata kai
afairejeÐ to anoiqtì endi�meso ex' aut¸n upodi�sthma.

Wc sÔnolo Cantor orÐzetai to sÔnolo C = ∩+∞
n=0Cn. To m koc µn tou ìrou Cn isoÔtai me to �-

jroisma twn mhk¸n twn 2n to pl joc diasthm�twn Im m kouc
(

1
3

)n
èkasto pou ton sugkrotoÔn

kai eÐnai 2n
(

1
3

)n =
(

2
3

)n
. To m koc µC tou C isoÔtai me limn→+∞ µn = limn→+∞

(
2
3

)n = 0. (Oi ì-
roi thc akoloujÐac {Cn}+∞

n=0 teÐnoun sto C �ra kai ta m kh twn ìrwn thc {Cn}+∞
n=0 teÐnoun sto

m koc tou C. ApodeiknÔetai, (blèpe Koumoul c G. kai Negrepìnthc S., {JewrÐa Mètrou}, Prìta-

sh 4.11, ekdìseic SummetrÐa, Aj na, 1988), ìti to C eÐnai uperarijm simo dhlad , èqei to pl joc
tou suneqoÔc. To C den eÐnai kenì.

'Estw t¸ra to peÐrama tÔqhc {epilègoume sthn tÔqh èna shmeÐo me tetmhmènh sto di�sthma

[0, 1] }. O deigmatikìc q¸roc Ω = [0, 1]. Poia h pijanìthta to epilegèn shmeÐo na èqei tetmhmènh
sto C; To proc pragmatopoÐhsh endeqìmeno pou antistoiqeÐ sthn prohgoÔmenh er¸thsh eÐnai to
C uposÔnolo tou Ω. Prìkeitai gia gewmetrik  pijanìthta kai sÔmfwna me ton orismì thc gew-
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metrik c pijanìthtac, (blèpe Kouni�c S. kai Mwusi�dhc Q. {JewrÐa Pijanot twn I}, ekdìseic

Z th, JessalonÐkh, 1995), P (C) = m koc C
m koc Ω = 0

1 = 0. Dhlad , to {mègejoc} tou C èqei praktik¸c

anÔparkth barÔthta se sqèsh me to mègejoc tou Ω = [0, 1].
Qreiazìmaste loipìn mÐa sun�rthsh, pou ja antistoiqeÐ sta sÔnola ènan arijmì, pou ja

ekfr�zei to {mègejoc} tou sunìlou. H Ôparxh kai h melèth tètoiwn sunart sewn eÐnai antikeÐmeno
tou kl�dou twn Majhmatik¸n pou onom�zetai JewrÐa Mètrou.

MÐa epÐshc polÔ shmantik  ènnoia thc Majhmatik c Logik c eÐnai to AxÐwma thc Epilog c.
Autì sunant�tai sthn bibliografÐa se di�forec isodÔnamec diatup¸seic ìpwc,

AxÐwma Epilog c: Gia k�je sÔnolo up�rqei {trìpoc} na epilèxoume èna stoiqeÐo apì k�je

mh kenì uposÔnolì tou.

Apodeqìmenoi to AxÐwma thc Epilog c, (pou eÐnai ousi¸dec se pl joc efarmog¸n thc Majh-

matik c Logik c), apodeiknÔetai, (blèpe Koumoul c G. kai Negrepìnthc S., {JewrÐa Mètrou},

Prìtash 4.12, ekdìseic SummetrÐa, Aj na, 1988), ìti up�rqei uposÔnolo tou [0, 1], (to legìmeno
sÔnolo Vitali gia to opoÐo den mporeÐ na orisjeÐ trìpoc na metr soume to {mègejìc} tou oÔtwc
¸ste, na katal xoume se ènan upologismì pijanìthtac gia to pìso bèbaio   abèbaio eÐnai an

epilèxoume sthn tÔqh ènan arijmì apì to [0, 1] autìc na an kei sto sÔnolo Vitali.
Ta poio p�nw mac odhgoÔn sto na epanal�boume ìti ston orismì tou sqolikoÔ biblÐou

Majhmatik¸n G' GumnasÐou prèpei na tonisjeÐ rht¸c ìti afor� peperasmènouc deigmatikoÔc
q¸rouc.


